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SUPERFICIESEN EL ESPACIO

1. Expresionesde una superficie en coordenadas cartesianasy €jemplos:
Una superficie Sen el espacio eslaimagen de unaaplicacion continua r : D1 R? ® R?, esdecir,
es d conjunto de puntos
S={(x,y, 21 R®:(x,y,2) =r(u,v) = (x(u,v),yu,v), z(u,v)) con (u,v)1 D} .

Asi, una superficie puede expresarse mediante:
i X=x(u,v)

> Ecuaciones paramétricas de S: | y=yu,v), uwvi D
1z=27u,v)
Los parametros u, v reciben e nombre de coordenadas curvilineas de la superficie.
> Ecuacidn explicita de S es aguella en que los parametros son dos de las variables, luego una ecuacion
explicitaes 2= f(x,y) 0y = f(x,2) 0 x = f(y,2)
» Ecuacion implicita de S es aguella que nos da una relacion entre las variables x, y, z de laforma
F(xvy,2)=0.

Ejemplos:
1) El plano coordenado xy de R® esimagen delaaplicacion r: RZ ® R?, r(u,v) = (u,v,0). Las
ecuaciones paramétricasson X =u, y =V, z=0; conu,vl R y laecuaciénimplicitaesz=0.

2) Laesferaunidad de R® es imagen de d aplicacion
r: é_ B Bl\fl'
‘g 2'24

Unas ecuaciones paramétricas de la esfera son

[02p]1 R?® R?, r(u,v) = (cosu cosv, cosusenv, senu)

X =C0SUCOosV, Yy =cosusenv, Z=senu; con - pE£u£p?0£v£2p

y laecuacion implicitaes x> + y* + 2> =1.

2. Mas e emplosde superficies
2.1. Cuédricas

La esfera (véase figura 9.1) de ecuacién
implicita 2%+ y* +2z? = o?, para a > 0, admite
como ecuaciones paramétricas

I =acosucosv -—ESHSE
y = acosusenv 2 "2
:=asenu 0<v<2n
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El elipsoide (véasezﬁ-gura 9.2) de ecuacién
y .

2
Ty _
| lmp.l-lClt'a o + o) + 3= 1, pa'ra_a,b,c > 0,
admite como ecuaciones parametricas
I = aCOSUCOSY —ESHSE
y = bcosusenv 2 2 -
z=rcrseny OSU<2W. Fi89‘2

Nétese que la esfera es un caso particular de elipsoide cuando a =b = c.

La ecuacién explicita del parat;oloidze '
eliptico (véase figura 9.3) es z = — + %,—-,
para a,b > 0. Cortando dicha supe:'zﬁcie por
planos z = cte. se obtienen elipses. Unas
posibles ecuaciones paramétricas son

T =06uCSY <y <o Fig93
y = busenv : .
z2=u? 0<v<2nm

Si a = b el paraboloide se denomina circular.

Nota: Un pardboloide circular puede obtenerse como superficie de traslacién como se verd
posteriormente. :
' g ]

La ecuacién z =— - y_’ para a¢,b > 0,

es la ecuacién explicita de un paraboloide
hiperbélico (véase figura 9.4). La intersec-
cién de esta superficie con planos z = cte.
son hipérbolas. Unas posibles ecuaciones
paramétricas son |

z = au

b ~00 < u < 00
v 2 .2 —00 < v < 00.
z=u" —-v
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La _ecuacién 7 + ol i 1, para
a, b, ¢ > 0 es la ecuacién implicita del hi-
perboloide de una hoja (véase figura 9.5).
Unas posibles ecuaciones paramétricas son

z = acoshucosv

—00 < U <00
y = bcoshusenv
"z =csenhu 0<v<n
T T R
Laecuaciénf——%-y- = 1, para

a, b, ¢ > 0 es la ecuacién implicita del hiper-
boloide de dos hojas (véase figura 9.6).
Unas posibles ecuaciones paramétricas de la
primera hoja son '

T = asenhucosv
y = bsenhusenv
z=ccoshu

0<u<oo
0<v<2n

y unas posibles ecuaciones paramétricas de la segunda hoja son

T = asenhucosv
y = bsenhusenv
Z=-=CCO81U

0<u<oo
0<v<2r

La ecuacién implicita z° + 3 = a2, para

a > 0, representa un cilindro de base cir-

~ cular con generatrices paralelas al eje OZ

(véase figura 9.7). Unas posibles ecuaciones
paramétricas son

I = ACOosY —00 < U < 00
Yy =dasenv

< L]
s=u 0<v<2r7

" Un cono circular de vértice el origen

~ (véase figura 9.8) puede expresarse en forma

implicita como z? +3* —a*2? = 0, paraa > 0.
Unas posibles ecuaciones paramétricas son

I=06UCOSY o cycoo
y=ausenv «_
1= u .05g<2w.
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2.2. Superficies de revolucion

Una superficie de revolucion S es una superficie que se obtiene haciendo girar una curva Gen torno a
una recta E que llamaremos ge de la superficie. Por ggemplo un cilindro es la superficie de revolucién que
se obtiene girando una recta arededor de otra.

En lo que sigue supondremos que la curva G no tiene puntos multiplesy que no cortaa geE.

Cada punto de a curva G describe, a girar, una circunferencia contenida en un plano perpendicular d ge
de giro que Ilamaremos paralelo. Las curvas que se obtienen a cortar la superficie de revolucion por
planos que contienen d ge se llaman meridianos.

Para obtener |as ecuaciones de una superficie de revolucion, conocidos el ge E y la curva G, supongamos
gue E viene descrito por un punto P = (Xo,Y0,20) Y un vector director v = (v1 V2 ,V3), Y que G esta dado por
las ecuaciones implicitas f1(x,y,2) = 0, f2(X,y,2z) = 0. Podemos considerar que un punto (x,y,z) dela
superficie de revolucién S esté sobre una circunferencias en un plano perpendicular a E cuyo centro esta en
Ey ademés (x,y,2) | G Seaentonces (Xo,Yo,%) € centro de esta circunferencia el punto (x,y,z) cumple:

.i.(x' X0)2+(y' yo)2+(z' 20)2: R’
{v1x+v2y+v3z:I

|

i f,(x,y,2) =0

ffz(x,y,z):o

2.3. Superficies de traslacion

Una superficie de traslacion es una superficie S que se obtiene al tradladar una curva G,
paralelamente as misma cuando un punto suyo Py sigue la traza de otra curva G,. Diremos que Sesla
superficie de tradacion que tiene por directriz lacurva G, y por generatriz la curva G,.

Luego, S

G :c(u) = (x(u), y(u), z(u))
G:c(V)=(X(v)y V), Z V)
Po=(%:¥.2)1 GCG
las ecuaciones paramétricas de S son:
I X=x(U) +X (V) %,
Y= YWy )~ Yo

Lz=2(u)+2°(v) - z,
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