Algoritmo de la forma canénica de Jordan

Input: A € M,,«x,(K), donde K = R o C.

Output: J,C € M, «,(C) tal que C~tAC = J, siendo J una matriz de Jordan (forma
candnica compleja de A) y C una matriz de cambio de base.

PASO 1. Calculamos los autovalores de A:
Las raices del polinomio det(A — ¢I) = 0 con sus multiplicidades.

Sean A1,...,As € C estos autovalores con multiplicidades m(A1), ..., m(\s) respectiva-
mente.

PASO 2. Para cada autovalor \;:
Calculamos la cadena de autoespacios Vj(\) = Ker(A — \I)?, para j = 1,2,... , que
verifica:

Vi) V2(A) & - G V(M) = Vpsr(A)

Obteniendo la siguiente cadena de rangos:
ri=1g(A— M) >ry=1g(A—A)?>>...>r, =1g(A - A)’ =n—m())

A V, (M) lo llamaremos el autoespacio maximo asociado a .

PASO 3. Elegimos k, = r,_1 — 1, (diferencia entre las dimensiones de V,(A) y V,—1(\))
vectores linealmente independientes en V,(\) — V,_1 ().
Para cada j = 1,...,k, construimos el conjunto de p vectores,

BI(A) = {(A = AP~ 1y, (A= AP 20, .., (A = XDu;, ;)

que es un sistema linealmente independiente de vectores cuyas imagenes nos dan una caja
elemental de Jordan de orden p con autovalor A.

Como realizamos esta operacion para cada ¢ = 1,...,kp, al final tendremos k, cajas de

Jordan de orden p de autovalor X y un sistema de p - k, vectores By(A\)U...U B]].fp (M) que
serd una parte de la base que estamos construyendo.

PASO 4. Se eligen k,—1 = 7,2 — rp,—1 — kj, vectores linealmente independientes en
Vp—1—Vp—2 que sean a su vez linealmente independientes con el sistema B (A)U. . .UBSP (N).
Procediendo como en el PASO 3 (es decir, hacemos las imagenes sucesivas de cada uno de
estos mediante (A — A\I)) obtenemos k,_; cajas de Jordan de orden p—1 con autovalor \'y
un sistema de (p—1)k,_1 vectores que serd otra parte de la base que estamos construyendo.

PASO 5. Se continua realizando el procedimiento descrito en PASQO 4 hasta llegar a
Vi(\) en donde se eligen, si es posible, los vectores necesarios para que junto con todos los
anteriores se tenga una base B(\) del autoespacio maximo V().



Nuiumero y dimension de las cajas de Jordan

Sea A € € un autovalor de una matriz A € M,,«,,(C) con multiplicidad algebraica m.
Tenemos entonces la cadena de rangos:

n>ry=rg(A—- M) >ro=1g(A-M)*>...>r, =1g(A - M)’ =n—m()\)

Y puesto que dim V;(A) = n —r;. Vamos a denotar por h; = dim V;(\) —dim V;_1 () la
diferencia de dimensiones entre dos autoespacios V() sucesivos. Con lo cual obtenemos:

hl = NnN—"r

ha = T —T2
hfp—l = Tp—2 —Tp-1

hy = 7Tp—1—1p

Ademds, se tiene trivialmente que hy 4+ ho + -+ + hp, = n.
Entonces, la forma candnica de Jordan de A contiene para el autovalor A:

k, = hy cajas de Jordan de dimensién p.
kp—1 = hp—1 —h, cajasde Jordan de dimensién p — 1.
ko = hg — h3 cajas de Jordan de dimensién 2.
k1 = hi— hy cajas de Jordan de dimensién 1.

Posibles formas de Jordan de una matriz 3 x 3

Sea A una matriz 3 x 3 real o compleja. Tenemos las siguientes posibilidades para sus
autovalores complejos:

1. Tres autovalores \i, A3, A3 distintos. Entonces, m(\;) = 1y ri(\;) = 2(=n —
m(A1)), para i = 1,2,3. Luego, la forma de Jordan J contendrd una caja de Jordan de
orden 1 para cada autovalor.

A0 0
J=10 X 0
0 0 A3

2. Dos autovalores )i, Ay distintos. Entonces, m(A1) =1y r1(\;) = 2(=n —m(\1)).
Luego, J contiene una caja de Jordan de orden 1 para el autovalor A;. Y m(A2) = 2, lo
que nos da 2 posibilidades:



2.1.

2.2,

3. Un

7‘1()\)2

3.1.

3.2.

3.3.

r1(A2) = 1(= n —m(A2)). Entonces, p =1y k1 = h; =3 -1 =2, luego J
contiene dos cajas de orden 1 para el autovalor Ay. Asi,

A0 0
J=1 0 X O
0 0 X

r1(A2) = 2(# n—m(A2)), entonces ry(A2) = 1(=n—m(A2)). Por lo tanto, p = 2,
h=3—-2=1, hg=2—-1=1y ko =1, k; =0, luego J contiene una caja de
orden 2 para el autovalor \y. Asi,

A0 0
J=1 0 X 1
0 0 X

autovalor \. Entonces, m(\) = 3 y tenemos las siguientes posibilidades para

r1(A) = 0, luego dim(V;(A)) = 3. Entonces, p=1y hy = k3 =3 —0=3, con lo
que J contiene tres cajas de orden 1. Asi,

J:

o O >
S > O
> O O

r1(A) =1, luego dim(V;(A)) = 2. Entonces r, = 0(=n —m) y p = 2. Entonces,
hi=3-1=2,ho=1—-0=1y ky =1, kg = 1. Por tanto J contiene una caja
de orden 2 y una caja de orden 1. Asi,

A
J =

S > =
> O O

0
0
r1(A) = 2, luego dim(V; (X)) = 1. Tenemos dos posibilidades para ra(\):

3.3.1. r3(A) =1, luego r3(\) = 0(= n —m). Entonces, p =3, hy =1, hy =

1, hg =1y k3 =1, ko =0, k; = 0. Por tanto J contiene una caja de orden 3.
Asi,

A1 0

J=10 X 1

0 0 X
3.3.2. r5(A\) =0(=n—m). Entonces, p=2hy =1, ho =2y ko =1, ky = 1.
Por tanto J contiene una caja de orden 2 y una caja de orden 3. Asi,

A
J =

S > =

0
0 0
0 A



